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Resume. — Bien que les espaces de Berkovich definis sur un corps trop gros 
ne soient, en general, pas metrisables, nous montrons que leur topologie reste 
en grande partie gouvernee par les suites : tout point adherent a une partie 
est limite d'une suite de points de cette partie et les parties compactes sont 
sequentiellement compactes. Notre preuve utilise de fagon essentielle I'extension 
des scalaires et nous en etudions certaines proprietes. Nous montrons qu'un point 
d'un disque pent etre defini sur un sous-corps de type denombrable et que, 
lorsque le corps de base est algebriquement clos, tout point est universel : dans 
une extension des scalaires, il se releve canoniquement. 

Abstract 

Berkovich spaces are angelic. Although Berkovich spaces may fail to be 
metrizable when defined over too big a field, we prove that a large part of their 
topology can be recovered through sequences: for instance, limit points of subsets 
are actual limits of sequences and compact subsets are sequentially compact. Our 
proof uses extension of scalars in an essential way and we need to investigate 
some of its properties. We show that a point in a disc may be defined over a 
subfield of countable type and that, over algebraically closed fields, every point 
is universal: in an extension of scalars, it may be canonically lifted. 
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1. Introduction 

Parmi les differentes theories d'espaces analytiques p-adiques, celle introduite 
par V. Berkovich se distingue entre autres par ses proprietes topologiques 
agreables. Mentionnons, par exemple, qu'en depit du caractere totalement 
discontinu du corps de base, les espaces de Berkovich sont localement compacts, 
localement connexes par arcs (c/. |Ber90| ) et meme localement contractiles 
dans de nombreux cas (c/. |Ber99| . |HL10| ). 

Pour des applications a la theorie des systemes dynamiques, ces proprietes 
presentent un grand interet et ont deja rendu de nombreux services (c/. |BR10| 
pour un expose detaille dans le cadre de la droite). Cependant, d'autres obstacles 
se presentent : dans ce contexte, les suites jouent un role preponderant, mais leur 
comportement ne presente a priori guere de liens avec la topologie des espaces 
de Berkovich. En effet, lorsque leur corps de definition est trop gros, ces espaces 
cessent en general d'etre metrisables et rien n'assure alors que les caracterisations 
usuelles des proprietes topologiques en termes de suites continuent de s'appliquer. 
Pourtant, nous allons montrer que, dans une large mesure, tel est bien le cas, 
allongeant ainsi la liste des proprietes topologiques remarquables des espaces de 
Berkovich. 

Dans ce texte, nous allons precisement montrer que les espaces de Berkovich 
sont des espaces de Frechet-Urysohn. Cette condition, qui signifie que tout point 
adherent a une partie est limite d'une suite de points de cette partie, entraine 
notamment que la notion de partie ouverte ou fermee pent se tester a I'aide de 
suites et que toute partie compacte (au sens oil tout recouvrement ouvert pos- 
sede un sous-recouvrement fini) est egalement sequentiellement compacte (au 
sens ou toute suite possede une sous-suite convergente) . Nous demontrerons ega- 
lement que les espaces de Berkovich sont angeliques, c'est-a-dire qu'ils satisfont la 
condition supplementaire que leurs parties relativement a;-compactes sont relati- 
vement compactes, sous certaines conditions, toujours verifiees pour les courbes 
ou les espaces provenant de varietes algebriques. 

Signalons que ces resultats ont ete obtenus par C. Favre dans |Favll| lorsque 
le corps de base est un corps de series de Laurent. Nous nous affranchissons ici 
de cette hypothese. Indiquons que la strategic qu'il emploie fait intervenir des 
espaces de Riemann-Zariski (ce qui explique la restriction aux corps de series de 
Laurent) et se distingue assez nettement de la notre. 

Ajoutons, a present, quelques mots sur les resultats topologiques. Dans des 
cas simples comme celui du disque de dimension 1, voire celui des courbes. Ton 
se convainc assez facilement de leur veracite. Considerons par exemple le disque 



LES ESPACES DE BERKOVICH SONT ANGELIQUES 



3 



unite D^'^'^ sur un corps value complet algebriquement clos k de valuation non 
triviale. Les fc-points y sont denses et I'on construit aisement une suite de A;-points 
convergeant vers un point donne a priori. Si ce point est le point de Gau£, par 
exemple, il suffit que les points de la suite parcourent une infinite de branches 
issues de ce point (autrement dit que I'ensemble des classes residuelles dans k 
des points de la suite soit infini). Un raisonnement du meme style montrerait 
que D^''^'^ est sequentiellement compact. 

Cependant, la portee de ce type de techniques semble assez limitee et nous 
procederons par d'autres methodes. Les espaces de Berkovich etant construits a 
partir d'espaces affinoides, qui sont eux-memes des fermes de Zariski de disques, il 
suffit en realite de demontrer les resultats pour les disques. Exposons en quelques 
mots la strategic que nous adopterons. Etant donne un disque D^'^"^ sm un 
corps value complet k, nous commencerons par descendre le probleme sur un 
sous-corps i de k. Si ce corps est assez petit, le disque D"'^" est metrisable et le 
probleme est resolu. II faut alors remonter. 

Nous consacrons la section [3] aux points « que I'on pent remonter ». Ces points, 
que nous appelons universels, ont ete introduits par V. Berkovich sous le nom de 
« peaked points ». Sans rentrer dans les details, un point x d'un espace analy- 
tique X sur k est dit universel lorsque, pour toute extension valuee complete K 
de k, il existe un point canonique au-dessus de x dans Xk- Examinons, de nou- 
veau, le cas ou X est un disque de dimension 1 sur un corps algebriquement clos. 
On pent alors ecrire tout point comme bord de Shilov (qui coincide ici avec le 
bord topologique) d'un disque centre en un point rationnel de rayon plus petit 
ou comme limite de tels bords. Nous obtenons ainsi un procede pour remonter 
canoniquement tons les points de X a Xk- C'est I'approche adoptee par X. Faber 
dans iFabll) . §4. 

De fagon plus generale, V. Berkovich a propose un moyen de verifier la pro- 
priete d'universalite consistant a realiser le point comme unique point du bord de 
Shilov d'un espace strictement affinoide d'un certain type. Nous aurons besoin 
de generaliser ce resultat a des espaces qui ne sont pas strictement affinoides, 
ce qui oblige a remplacer les reductions classiques par des reductions graduees 
au sens de M. Temkin (c/. |Tem04] ). C'est pour cette raison que nous avons re- 
dige la section [21 ou nous etendons au cadre gradue quelques resultats classiques 
d'algebre commutative tels le Nullstellensatz. Nous en deduisons le resultat de 
« remontee » que nous recherchions : sur un corps algebriquement clos, tout point 
est universel. 

A la section m nous nous interessons specifiquement au cas des disques. Ainsi 
que nous I'avons explique precedemment, nous montrons que nous pouvons en 
« descendre » les points : tout point du disque D^'^"^ pent etre defini (en un 



4 



JEROME POINEAU 



sens que nous precisons) sur un disque D"''*'^, ou i est un sous-corps de k de 
type denombrable sur son sous-corps premier. Dans ce cas, le disque D"'^"^ est 
metrisable. 

Nous disposons alors de tons les ingredients pour mettre en place la strategic 
exposee plus haut et en tirer quelques consequences ayant trait a la topologie 
des espaces de Berkovich. C'est I'objet de la section [S] 

Remerciements 

Nous remercions tres chaleureusement Charles Favre qui nous a pose les ques- 
tions a I'origine de ce texte et nous a communique sa prepublication |Favll| 
sur le meme sujet. Ses remarques sur le texte nous ont apporte une aide certaine 
et nous ont amene a eclair cir plusieurs points. Merci egalement a Antoine 
Chambert-Loir et Antoine Ducros pour leurs commentaires et conseils. 

Notations 

Ce texte est consacre a I'etude d'espaces analytiques au sens de V. Berkovich. 
Nous adopterons les notations suivantes dans tout le texte, exception faite de la 
section |2] La lettre k designera un corps muni d'une valeur absolue ultrametrique 
pour laquelle il est complet. Nous n'excluons pas le cas de la valeur absolue 
triviale. Nous noterons kp le complete du sous-corps premier de k. 

Si X est un espace /c-analytique et K une extension valuee complete de k, 
nous noterons Xk I'espace X-analytique obtenu par extension des scalaires. 

Nous dirons qu'une famille finie r = (ri,...,r„) de nombres reels stricte- 
ment positifs est un polyrayon /s-libre si son image dans le Q-espace vecto- 
riel R^/y^|A;*| est une famille libre. Nous noterons kr le corps constitue des 
series de la forme 

meZ" 

avec am G k, telles que la famille (|amki"^ ■ ■ ■ ''^n'"')m£Z" est sommable. Muni 
de la norme definie par ||/||r = ^^^meZ" {\c(m\fT^ ■ ■ ■ ^n^")i c'est un corps value 
complet. 

Soit ||.||) une /c-algebre de Banach. L'algebre A^^kr {cf. section [3] pour 
des rappels sur le produit tensoriel complete) est alors isomorphe a I'espace des 
series de la forme XlmGZ" ^mTi'^ ■ ■ -T^", avec € A, telles que la famille 
i\\(^m\\fi^^ ■ ■ ■ T'^")meZ'^ est sommable. Muni de la norme definie par ||/||r = 
maxJJ^gzn(||aJ^||r™^ . . . r™"), c'est un espace de Banach. 

Soient £/ une algebre /c-afHnoide. Tout point x du spectre analytique 
X = A4{s^) de iz/ est associe a une semi-norme multiplicative bornee sur £/, 
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que nous noterons Nous noterons pa; I'ideal premier de defini par 

Px = {/G=2^||/U=0}, 

fc(pa;) le corps des fractions de I'anneau integre si /'Px et J^{x) son complete 
pour la valeur absolue induite par 

Suivant |Ber90| . § 9.1, si K est une extension valuee complete de nous note- 
rons s{K/k) le degre de transcendance du corps K sur k et t{K/k) la dimension 
du Q-espace vectoriel y^\K*\/ y^\k*\. Pour un point x d'un espace /c-afHno'ide X, 
nous noterons Sfc(x) = s{J^{x)/k) et tk{x) = t{J^{x)/k) (ou simplement s{x) 
et t{x) si aucune confusion ne pent en resulter). Dans ce contexte, I'inegalite 
d'Abliyankar s'ecrit 

Sk{x) + tk{x) < dimfc,a.'(^)- 
Pour des rappels sur la dimension des espaces analytiques, nous renvoyons 
a |Duc07) . § 1. 

2. QUELQUES RESULTATS D'ALGEBRE GRADUEE 

Dans cette section, nous demontrons quelques resultats d'algebre graduee, au 
sens de M. Temkin. Fixons un groupe commutatif G. Les anneaux gradues que 
nous considerons sont des anneaux commutatifs et unitaires A, munis de G- 
graduations A = ©^g^^g par des sous-groupes additifs verifiant AgA^ C Ag^,. 
Nous demandons que les morpliismes respectent la graduation. Les notions d'al- 
gebre commutative liabituelles s'etendent a ce cadre. Nous renvoyons a |Tem04] . 
§1 pour les details mais rappelons tout de meme quelques definitions pour la 
commodite du lecteur. 

— Un element homogene x de A est un element appartenant a I'un des Ag. 
On note appelle g I'ordre de x et on le note p{x). 

— Un anneau gradue est dit integre si le produit de deux elements liomogenes 
non nuls est non nul. 

— Un corps gradue est un anneau gradue non nul dans lequel tons les elements 
liomogenes sont inversibles. Tout anneau gradue integre possede un corps 
des fractions gradue obtenu en inversant les elements liomogenes. 

— Un ideal homogene I de A est un ideal engendre par des elements liomo- 
genes. Le quotient A/ 1 est alors encore naturellement un anneau gradue. 

— Si g est un element de G, I'anneau B = A[g~^T] est I'anneau A[T] muni 
de I'unique graduation telle que T soit homogene d'ordre g. 

— Une yl-algebre graduee B est de type fini si elle est quotient d'une algebre 
graduee y4[gi~^T] par un ideal homogene. 
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— Un A-module B est de type fini s'il est quotient d'un module gradue A'^ 
(avec la graduation donnee par {A'^)g = A'^) par un sous-module homogene. 

Signalons que certaines de ces notions peuvent se comporter de fagon sur- 
prenante. Considerons, par exemple, un corps gradue k, un element g de G 
n'appartenant pas a p{k) et considerons I'anneau gradue k[g^^T]. Ses seuls 
elements homogenes sont de la forme oT", ou a est un element homogene de k 
et n un entier. Ce sont done les seuls elements que I'on inverse pour obtenir 
le corps des fractions gradue k{g~^T). Get argument montre que le corps gra- 
due k{g~^T) est de type fini sur k. En particulier, nous ne pouvons esperer dans 
ce cadre un Nullstellensatz completement analogue au NuUstellensatz classique. 

Ce formalisme des anneaux gradues nous sera utile par la suite pour reduire 
des algebres /c-affino'ides qui ne sont pas necessairement fc-affinoides. En general, 
si & designe une A:-algebre de Banach et p : & ^ R+ sa semi-norme spectrale, 
pour tout nombre reel r > 0, on definit comme le quotient de I'anneau 
{x £ & \ p{x) < r} par I'ideal {x G ^ | p{x) < r}. La reduction de ^ est alors 
I'algebre R^-graduee 

r>0 

Cette reduction appliquee a des algebres A:-affinoides quelconques possede 
des proprietes similaires a la reduction classique des algebres strictement k- 
afHnoides. Pour des resultats precis, nous renvoyons a |Tem04] . §3. 

Notre but est ici de demontrer une version du Nullstellensatz pour les al- 
gebres graduees. Nous suivons la preuve qu'en ont proposee E. Artin et J. Tate 
dans |AT51| . Nous en profitons pour donner quelques analogues de definitions 
et resultats classiques. Commengons par enoncer deux resultats concernant les 
algebres graduees de polynomes en une variable. Nous en omettons les demons- 
trations, en tout point analogues aux demonstrations classiques. 
Proposition 2.1 (Division euclidienne). — Soient k un corps gra- 
due et g un element de G. Soient A et B deux elements homogenes de I'an- 
neau gradue k[g~^T\. Supposons que B n'est pas nul. Alors il existe un unique 
couple {Q,R) d'elements homogenes de k[g~^T] qui verifient les proprietes sui- 
vantes : 

i) A = BQ + R; 
a) deg{R) < deg{B). 
COROLLAIRE 2.2. — Soit k un corps gradue. Pour tout element g de G, I'an- 
neau gradue k[g~^T] est principal : tout ideal homogene est engendre par un 
element homogene. 
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Comme dans le cas classique, on pent definir sur les corps gradues une notion 
d'element algebrique. 

Definition 2.3. — Soit g un element de G". Un polyndme P{T) en n va- 
riables a coefficients dans une algehre graduee A est dit gr-homogene s 'il definit 
un element homogene de k[g"^T]. Un polyndme est dit G-homogene, ou sim- 
plement homogene, s'il existe un element g de G"" pour lequel il est g-homogene. 

Definition 2.4. — Soit k un corps gradue. Un element homogene x d'une 
k-algehre graduee est dit algebrique sur k s'il est racine d'un polyndme G- 
homogene en une variable a coefficients dans k. 

Le corps gradue k est dit algebriquement clos si tout polyndme G-homogene 
non constant en une variable d coefficients dans k y possede une racine. 

Remarque 2.5. — Le corollaire I2.2l permet notamment de definir le polynome 
minimal d'un element algebrique sur k. C'est un polynome G-homogene. 

On verifie facilement qu'un corps gradue est algebriquement clos si, et seule- 
ment si, toutes ses extensions finies sont triviales. Comme dans le cas classique, 
les reductions des corps complets algebriquement clos sont algebriquement closes, 
ainsi que I'exprime la proposition suivante. 

Proposition 2.6. — Soit k un corps value complet algebriquement clos. 
Alors sa reduction k est un corps gradue algebriquement clos. 

Demonstration. — Ici la graduation est celle qui correspond a la valeur absolue 
et le groupe G est n'est autre que le groupe multiplicatif R^. 

Soient r > et P{T) = Yln=o ^nT"' un element homogene non constant 
de k[r~^T]. Notons s son ordre. Nous pouvons supposer que ag 7^ 0. Rele- 
vons P{T) en un element P{T) = X^^-o^"-^" ^[^]- Puisque P{T) est homo- 
gene d'ordre s, pour tout n, nous avons lanlr*^ = s. 

Le polynome P{T) n'est pas constant et possede done une racine x ^ 
dans k. II existe done deux entiers i,j G [0,(i], avec i < j, tels que Ton ait 
|ajX*| = lajX-'l > 0. On en deduit que |xp~* = |aj|/|aj| = r-'"* et done que 
|x| = r. Par consequent, pour tout n, la^a;"! = s et dnx"" est homogene de 
degre s. On en deduit que Yln=o ^nx"' = dans k. □ 

Nous disposons egalement d'une notion de module gradue noetherien et d'an- 
neau noetherien qui se comporte comme dans le cadre classique. De nouveau, 
nous laissons au lecteur le soin d'effectuer ces verifications. 

Theoreme 2.7 (Artin-Tate). — Soient A C B C C des anneaux gradues. 
Supposons que A est noetherien, que C soit une A-algebre de type fini et un B- 
module de type fini. Alors B est une A-algebre de type fini. 
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Demonstration. — Soient ci,...,c„ des elements homogenes de C qui I'en- 
gendrent en tant que A-algebre. Soient di, . . . , dm des elements homogenes de C 
qui I'engendrent en tant que i?-module. Pour tout i, nous pouvons ecrire 



j 

ou les jij sont des elements homogenes de A et, pour tons i et j, nous pouvons 
ecrire 



ou les sont des elements homogenes de B. Soit Bq la sous-algebre graduee 
de B engendree par les 'jij et les 6ij^k- Elle est de type fini sur A et done 
noetherienne. 

En utilisant le fait que tout element homogene de C pent s'ecrire comme un 
polynome homogene en les Cj a coefficients dans A, on montre que C est une 
BQ-a\gehie graduee de type fini. On en deduit que B est une i?o-algebre graduee 
de type fini et done une A-algebre graduee de type fini. □ 

Nous avons deja remarque plus haut que certains corps gradues transcendants 
peuvent etre de type fini. Nous apportons ici quelques precisions sur ce resultat. 
Si g designe un element de G", nous noterons k{g~^T) le corps des fractions 
gradue de I'anneau gradue k[g^^T]. 

Definition 2.8. — Soit E une partie de G. Une famille ^ d'elements de G 
est dite independante de E si son image dans le Z-module G/{E) est lihre. 

Si la partie E est reduite d V element 1, nous dirons simplement que la famille 
est independante. 

Lemme 2.9. — Soient k un corps gradue, n un entier et g un element de G". 
Le corps gradue k{g~^T) est une k-algebre graduee de type fini si, et seulement 
si, la famille g est independante de p{k). 

Demonstration. — Si g = {gi, . . . ,gn) est independante de p{k), nous avons 



et cette algebre graduee est done de type fini sur k. 

Pour prouver la reciproque, il suffit de demontrer que si g est un element de G 
dependant de p{k), alors le corps gradue k{g~^T) n'est pas de type fini. Consi- 
derons done un tel element g de G et supposons, par I'absurde, qu'il existe des 
elements homog enes P\(T^j • • • 5 Pn^^^ de k\g ^T'\ d'ordres respectifs /i^, . . . , li^ 
tels que 





k 



Ha ^T) = k[g^ ^Ti,giSi,.. . , g^^Tn, gnSn\/{TiSi - 1, . . . ,T„S'„ - 1) 



k(g~^T) = k[g-X h^Pi{T) 
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Puisque g est dependant de p{k), il existe un entier non nul d et un element non 
nul a de A; tels que HILi ~ Pi^)- polynome Q{T) = YYi=i Pi^)'^ ~ est 
done un element homogene de A;[(7^^T]. Si son inverse appartenait a I'algebre 
graduee A;[^^^T, /iiPi(T)~^, . . . , /i„P„(T)~^], le polynome Q serait multiple de 
I'un (au moins) des polynomes Pj. Par division euclidienne, ceci est impossible. 

□ 

Signalons que les elements algebriques sur les corps du type k{g-^T), ou q 
est une famille independante de p{k)^ sont faciles a decrire. 

Lemme 2.10. — Soient k un corps gradue et g une famille d'elements de G 
independante de p{k). Tout element algebrique sur k{g~^T) est le produit d'un 
element algebrique sur k par une racine d'un polynome de Kummer de la forme 
X" - T"", avec n > I et m e Z". 

En particulier, si le corps gradue k est algebriquement clos, toute extension 
finie k{g~^T) se plonge dans un corps gradue de la forme k{h~^S), ou h est 
une famille finie independante de p{k). 

Demonstration. — Soit x un element algebrique sur k{g~^T). Considerons son 
polynome minimal unitaire -P(X), qui est un polynome homogene. Son degre d 
est un entier non nul et son coefficient constant est un element homogene non 
nul de k{g~^T), done de la forme aT"^ avec q G /c* et m € Z". Soit y une racine 
du polynome de Kummer X'^ — T^. En divisant le polynome P{X) par y'^, on 
montre que x/y est racine d'un polynome homogene unitaire dont le coefficient 
constant est egal a a. En utilisant I'homogeneite du polynome et le fait que g 
est independante de p{k), on montre que tons ses coefficients appartiennent a k. 
Autrement dit, x/y est algebrique sur k. □ 

Demontrons maintenant I'analogue du NuUstellensatz pour les algebres gra- 
duees. 

COROLLAIRE 2.11 (NULLSTELLENSATZ GRADUe). 

Soit k un corps gradue. Soit K une k-algebre graduee de type fini qui est un 
corps. Alors il existe une famille finie T d'elements homogenes de K dont la 
famille des ordres g est independante de p[k) telle que K soit une extension 
finie de k{g~^T). 

En particulier, si le corps gradue k est algebriquement clos, K se plonge dans 
un corps de la forme k{h~^S), oil h est une famille finie independante de p{k). 

Demonstration 

Choisissons une famille maximale T d'elements homogenes de k algebrique- 
ment independants sur k. Notons g la famille des ordres. Le corps K est une 
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extension finie de k{g~^T). D'apres le theoreme d'Artin-Tate applique aux k- 
algebres graduees k C k{g~^T) C le corps gradue k{g~'^T) est de type fini, 
d'ou I'assertion, compte tenu du lemme precedent. □ 

Remarque 2.12. — A. Ducros propose au theoreme 2.7 de |Duc07| une ver- 
sion du Nullstellensatz pour les algebres /c-affinoides, ou il donne une description 
explicite de celles qui sont des corps. La reduction d'une telle algebre est une 
fe-algebre graduee de type fini et les corps gradues qui apparaissent dans le 
Nullstellensatz gradue sont exactement les reductions des corps qu'il appelle de 
type I. Si les reductions des autres, ceux de type II, sont absents de notre enonce, 
c'est parce qu'ils sont des corps, mais non des corps values (sauf lorsqu'ils sont 
aussi de type I) et que leurs reductions ne sont pas des corps gradues, ni meme 
d'ailleurs des anneaux gradues integres. 

Nous allons maintenant demontrer une propriete geometrique qui nous sera 
utile dans la suite du texte : une variete graduee integre definie sur un corps 
algebriquement clos reste integre apres toute extension du corps de base. Com- 
mengons par un cas simple. 

Lemme 2.13. — Soient k un corps gradue et A une k-algehre graduee integre. 
Soit g une famille d'elements de G independante de p{k). Alors I'algehre graduee 
A k{g~^T) est integre. 

Demonstration. — En procedant par recurrence, il suffit de montrer le resultat 
pour une famille g reduite a un seul element g. Dans ce cas, nous avons k{g~^T) ~ 
k[g~^T,gS]/{ST - 1) et done 

A ®k Kg-'T) ^ A[g-'T, gS]/iST - 1) ^ A[g~^T,gT-^]. 

Un raisonnement sur les coefficients dominants permet de montrer que cette 
derniere algebre graduee est integre. □ 

En utilisant le Nullstellensatz gradue, nous allons en deduire le cas general. 

Theoreme 2.14. — Soient k un corps gradue algebriquement clos et A une 
k-algehre graduee de type fini integre. Alors, pour toute extension graduee K de k, 
I'algehre graduee A (8)fc K est integre. 

Demonstration. — Ecrivons I'algebre A comme quotient d'un anneau de po- 
lynomes k[g~^T\ = k\g^^Ti., . . . .,g~^Tr\ par un ideal gradue /. Get ideal est 
engendre par des elements homo genes ai, . . . , o„ de k[g^'^T\. 

Soit K une extension graduee de k. Nous pouvons supposer qu'elle 
est algebriquement close. Supposons, par I'absurde, que I'algebre graduee 
A K = K[g~^T]/ [ai., . . . , a„) n'est pas integre. II existe alors des polynomes 
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gf-homogenes P et Q n'appartenant pas a I'ideal (ai, . . . ,a„) et des polynomes 
g-homogenes bi, . . . ,bn tels que I'on ait 

n 

PQ = ^aibi dans K[g-^T]. 

i=l 

II existe une extension graduee L de et un element homogene x de L"^ tels 
que P{x) 7^ et, pour tout i, ai{x) = 0. II existe egalement un element homo- 
gene y, que nous pouvons supposer appartenir au meme L", tel que Q{y) 7^ 
et, pour tout i, ai{y) = 0. 

Soit B la sous-algebre graduee de K{g''^T') engendree sur k par les coor- 
donnees de x et de y, par 1/P{x), 1/P{y), ainsi que les coefficients des poly- 
nomes P, Q, 61, ... , bn- Par le NuUstellensatz gradue, il existe une famille finie h 
d'elements de G, independante de p{k), et un morphisme ip : B ^ k{h~^S) qui 
induit I'identite sur k. Par construction, nous avons ip{P)[x) ^ 0, (p{Q){y) 7^ 0, 
pour tout i, ai{x) = ai{y) = 0, ainsi que I'egalite 

n 

ifiPMQ) = Y,aMb,) dans k{h-^S)[g~^T]. 

i=l 

On en deduit que I'anneau gradue A^kk{h~^ S) n'est pas integre, ce qui contredit 
le lemme qui precede. □ 

3. Points universels 

Dans cette section, nous nous interessons aux morphismes d'extension des 
scalaires entre espaces analytiques, du type Xk — > X^- Plus precisement, nous 
cherchons a comprendre sous quelles conditions les points de Xj. peuvent se 
relever canoniquement a Xk- 

Commengons par signaler qu'en ce qui concerne les normes sur les produits 
tensoriels de modules normes sur un anneau norme, nous suivons les conventions 
habituelles du domaine (c/ |BGR84| . §2.1.7 ou |Ber90| . fin du §1.1) : si ^ 
designe un anneau norme et M et deux ^-modules semi-normes, nous de- 
finissons une semi-norme sur le produit tensoriel M ®^ N en posant, pour / 
dans M 0^ N, 

11/11 = inf(max(|[mi|| 

la borne inferieure portant sur I'ensemble des representations de / sous la forme 
mi^rii^ avec mj G M et n,/ G N . Nous definissons ensuite une =e/-algebre de 
Banach M^^N en completant M (S)_a/ N par rapport a cette semi-norme. 

Demontrons, a present, un lemme technique, qui nous sera utile a plusieurs 
reprises par la suite. 
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Lemme 3.1. — Soit A B un morphisme isometrique de k-espaces vecto- 
riels normes. Soit C un k-espace vectoriel norme. Alors le morphisme canonique 
A C ^ B ®k C est encore une isometrie. 

En particulier, le morphisme canonique A^^^C B(S)kC est une isometrie. 

Demonstration. — Si r est un nombre reel n'appartenant pas a y^|fc*|, pour tout 
fc-espace vectoriel norme V, I'injection canonique V ^ V ®fc kr est isometrique. 
Quitte a etendre les scalaires a kj-, avec r ^ Y^|fc*|, nous pouvons done supposer 
que la valuation du corps k n'est pas triviale. Quitte a remplacer A par son 
image dans B, nous pouvons egalement supposer que A C B. 

Nous noterons ||.m et \\.\\b les normes tensorielles sur A(^kC et B®kC. Soit / 
un element de A®kC. Nous souhaitons montrer que ||/|U = ||/||_b et, pour ce 
faire, il suffit de montrer que ||/||a ^ II/IIbj I'autre inegalite etant immediate. 

Soit e > 0. II existe des elements 6i, . . . , 6^ de S et ci, . . . , q de C tels que 

d 

/ = / Cn dans B C 



et 



=1 



B< max (||6„||||c„||)< ll/lb + e. 

l<n<d 



Soit Aq un sous-espace vectoriel de dimension finie de A tel que / G ®fc C. 
Soit Bq un sous-espace vectoriel de dimension finie de B contenant et les 6j. 
Soit a > 1. D'apres |BGR84] . proposition 2.6.2/3, il existe deux entiers s > r et 
une famille (/3j)i<j<r d'elements de Bq tels que (/3i, . . . ,/?<j) soit une base de 
et . . . , /3r) soit une base a-cartesienne de Bq. Rappelons que cette derniere 
condition signifie que pour tout element b = Yll=i ^i^i '^^ ^Oi nous avons 

max(|A,|||ft||)<a||6||. 

l<4<r 

Ecrivons chacun des 6„ sous la forme bn = Yll=i ^n,iPi- Nous avons alors 
max llcnil) > a"^ max (|A„,i| \\(3i\\ ||c„||) 

l<n<r l<n<d,l<i<r 

> max (|A,i,i| |/3i| ||cn||) 

l<n<d,l<i<s ' 

>«-Mi/iu 

car / = Yl'n=i (Si=i ^n.iA) Cn dans A(EikC. Par consequent, nous avons 

\A<a(\\f\\B + e). 



En utilisant le fait que cette inegalite vaut pour tout a > 1, puis pour tout e > 0, 
on en deduit le resultat attendu. □ 



Precisons maintenant la notion de relevement canonique evoquee plus haut. 
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Definition 3.2. — Une k-algebre de Banach commutative et unitaire £/ est 
dite universellement multiplicative sur k si, pour toute extension valuee com- 
plete K de k, la norme de I'algebre s^^^K est multiplicative. 

Soient une k-algebre de Banach commutative et unitaire. On dit qu'un 
point X de X = A4{^) est universel sur k si son corps residuel complete J^{x) 
est universellement multiplicatif sur k. Nous noterons I'ensemble des points 
universels de X sur k. 

Soient ^ une A;-algebre de Banach commutative et unitaire. Soient x un point 
de X = A4{£^) et K une extension valuee complete de k. Si le point x est 
universel ou si le corps K est universel, nous disposons d'un point canonique 
de Xk au-dessus de x : celui qui correspond a la norme de I'algebre ^(x)(8>fci^- 
Nous le noterons crx/k{x), ou simplement axix) si aucune confusion n'en resulte. 

Remarquons que pour x^^XetkcLcK, lorsque ces quantites sont 
definies, nous avons (7x/k{x) = crx/ii^L/ki^))- 

Remarque 3.3. — Notre notion de point universel n'est autre que celle de 
« peaked point » definie par V. Berkovich dans |Ber90| . §5.2 (qui note done Xp 
I'ensemble que nous notons X^). Si la notion de pic rend bien compte du com- 
portement du point dans sa fibre apres extension des scalaires, elle nous semble 
trompeuse lorsque I'on s'interesse a I'ensemble de ces points. Nous montrerons 
par exemple a la fin de cette section que, sur un corps algebriquement clos, tout 
point est un pic, ce qui est difficilement conciliable avec I'intuition. 

Nous generalisons ici le lemme 5.2.6 et le corollaire 5.2.7 de |Ber90] . Rappe- 
lons tout d'abord une definition. 

Definition 3.4. — Un k-espace de Banach est dit de type denombrable 

sur k s'il contient un sous-k-espace vectoriel dense de dimension denombrable. 

Nous utiliserons surtout cette definition pour des extensions valuees completes 
du corps k. C'est done dans ce sens qu'il faudra entendre extension de type 
denombrable du corps k. 

Remarque 3.5. — On pourrait definir de fagon analogue la notion de A;-espace 
de Banach de type fini, mais celle-ci coincide avec la notion de /c-espace de 
Banach de dimension finie, d'apres |BGR84] . proposition 2.3.3/4. 

Lemme 3.6. — Soient £/ une k-algebre de Banach commutative et unitaire 
et B un k-espace de Banach. Soit ip un element de s^^kB. Pour tout point x 
de A4{£/), notons ||.||;r,_B Icl norme tensorielle sur J'^{x)®kB. Alors la fonction 
X G ^A{,s/) i-^ \\^p\\x,B est continue. 

Demonstration. — Par definition, (p est limite d'une suite d'elements de ®kB. 
Dans chacun de ces elements n'intervient qu'un nombre fini d'elements de B. II 
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existe done un sous-fc-espace de Banach Bq de B, de type denombrable sur k, tel 
que if G j^i^^Bq. D'apres le lemme 5.2.6 de |Ber90| . la fonction x E M-{£/) i-^- 
llvlU.Bo continue. Mais, par le lemme UTT] pour tout point x de nous 
avons = ||v?IU,B- □ 

COROLLAIRE 3.7. — Soient £/ une k-algebre de Banach commutative et uni- 
taire et K une extension valuee complete (resp. universelle) du corps k. No- 
tons X = L 'application ax ■ — )• X^^K (resp. gk '■ X — )• X^^K) 
est continue. 

Remarque 3.8. — Une autre possibilite pour definir I'universalite, peut-etre 
plus naturelle, consisterait a demander qu'un point soit universel non pas lorsque 
sa norme est universellement multiplicative, mais lorsque son rayon spectral Test. 
Nous ne sommes malheureusement pas parvenu a obtenir un analogue du corol- 
laire 13.71 dans ce cadre. 

II faut done prendre garde au fait qu'il ne suffit pas qu'un point se releve 
de fagon canonique dans toute extension des scalaires pour qu'il soit universel. 
Considerons, par exemple, un point x dont le corps residuel M'[x) est une exten- 
sion purement inseparable du corps k. Bien qu'il se releve canoniquement dans 
toute extension des scalaires, il n'est pas universel : I'anneau M'{x)®kJ^{x) 
n'etant pas meme reduit, il ne saurait etre muni d'une norme multiplicative. 

Nous allons maintenant chercher des criteres permettant d'assurer qu'un point 
est universel. Dans le resultat qui suit, nous etendons, dans certains cas, le re- 
sultat de la proposition 5.2.5 de |Ber90| . Signalons que les reductions dont il est 
question ici sont les reductions graduees au sens de M. Temkin (c/. section |2)). 

Proposition 3.9. — Soit une algebre k-affinoide. Supposons que le 
corps k est stable et que p{£^) PI y^|A;*| C |A;*|. Supposons que la reduction 
graduee X de I'espace k-affinoi'de X = A4{£/) est geometriquement integre (au 
sens oil pour toute extension graduee K de k, I'anneau gradue .s^ <^^K est 
integre). Alors le bord de Shilov de X est un singleton et son unique point est 
universel. 

Demonstration. — Nous pouvons supposer que I'algebre est reduite. Puisque 
I'algebre graduee est integre, d'apres |Tem04| . proposition 3.3, le bord de 
Shilov de X est reduit a un point, que nous noterons 7. Soit K une extension 
valuee complete du corps k. Nous souhaitons montrer que la norme tensorielle 
sur I'algebre J^{-y)(S)kK est multiplicative. 

Les hypotheses assurent qu'il existe un polyrayon fc-libre r tel que I'al- 
gebre £/®^kr soit strictement /c,.-affinoide et 

Puisque le corps k est stable, le corps kip 1 est aussi (c/. |TemlO| . corollary 6.3.6 
ou |Duc| . theoreme 3.3.16). L' algebre ^iS)kkr est reduite et le theoreme 6.4.3/1 
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de |BGR84] assure qu'elle est distinguee. Notons 7^ I'unique point du bord de 
Shilov de X^kkr- En utilisant le fait que I'element r de n'appartient pas 
^ — \/ on montre que le morphisme naturel Jif{'y)^kkr 

r^ijr) est un isomorphisme isometrique. 

D'apres la proposition 5.2.5 de |Ber90| (noter la correction apportee a sa 
preuve, ou plutot a celle du lemme 5.2.2 sur lequel elle repose, par le lemme 1.8 
de |Duc09| ). le point 7^ est universel et la norme tensorielle sur I'algebre 
J^{'yr)^kr^r est done multiplicative. Or =^(7r)<8>fc^i^7- = {Jff{'y)'S'kK)^KKr 
et le lemme precedent utilise avec K C Kr permet de conclure. □ 

Remarque 3.10. — Le recours a un changement de base dans la preuve pre- 
cedente pent sembler artificiel. Une methode plus naturelle consisterait a uti- 
liser une notion plus generale d'algebre distinguee, autorisant des algebres de 
Tate k{r~^T} avec des rayons arbitraires, et a prouver sur celle-ci les resultats 
classiques de |Bos69| . Signalons que des problemes lies a cette question appa- 
raissent deja dans le cas strictement affino'ide puisque, pour r E y^|A:*| \ \k*\, 
I'algebre k{r~^T} n'est pas distinguee, mais le devient apres extension des sca- 
laires au corps kr, le complete du corps des fractions de A;{r~^T}. 

COROLLAIRE 3.11. — Soit X un espace k-affinoide. Supposons que le corps k 
est algehriquement clos. Alors tout point du bord de Shilov de X est universel. 

Demonstration. — Soit 7 un point du bord de Shilov de X = 
D'apres |Tem04| . proposition 3.3, sa reduction graduee 7 est un point ge- 
nerique de X. Choisissons un element f de £/ qui s'annule en tons les points 
generiques de la reduction graduee X a 1 'exception de 7 et relevons-le en 
un element / de £/. Posons r = /)(/). D'apres |Tem04| . proposition 3.1, la 
reduction graduee de I'algebre affinoide £/{r~^f} est egale a Aj et le bord de 
Shilov de son spectre Y est done reduit au point 7. 

Nous pouvons maintenant conclure en appliquant le resultat de la propo- 
sition 13.91 a I'espace Y. Les hypotheses sur le corps k sont satisfaites : etant 
algebriquement clos, il est stable et son groupe des valeurs est divisible. Celle 
sur Y Vest egalement puisque sa reduction graduee Y = Xj est integre et done 
geometriquement integre, d'apres le theoreme 12.141 □ 

II nous sera egalement possible d'obtenir des points universels comme limites 
de families de points universels. 

Proposition 3.12. — Soit une k-algebre de Banach commutative et uni- 
taire. L 'ensemble des points universels de A4{£/) est ferme. 
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Demonstration. — Soit 7 un point de X = A4{£/). Supposons qu'il existe un en- 
semble ordonne filtrant (/, <) et une suite generalisee (7i)iG/ de points universels 
de X qui converge vers 7. 

Soit K une extension valuee complete du corps k. Nous souliaitons montrer 
que la norme tensorielle sur J^{'y)iS)kK est multiplicative. D'apres le lemme |3?T| 
il sufHt de montrer que la norme tensorielle sur k(p^) ®k est multiplicative. 
Nous noterons H-H-y^/^- cette norme. Nous definissons de meme une norme ||.||7j,A', 
pour tout i. 

D'apres le lemme 13. 6| pour tout element ip de £/ ^kK, la suite generali- 
see 11(^117;,/^ tend vers ll^jll^^i^-. Puisque les normes ||.||7i,ii' sont multiplicatives, la 
norme H-H^^a' est multiplicative sur s^^^K. 

Soient /i et /2 deux elements de ^(p^) ®k K. II existe des elements gi et g2 
de ®fc -fi^ et des elements ui et U2 de £/ ne s'annulant pas en 7 tels que 

fi = u^^{l)9i et /2 = ^(7)5'2 dans ^(p^) 0^ K. 
Nous avons done 



Remarque 3.13. — Les notions et resultats de cette section s'etendent sans 
peine du cas des spectres de fc-algebres de Banach commutatives et unitaires a 
celui des espaces A;-analytiques. Ainsi, un point x de X sera-t-il dit universel 
sur k si son corps residuel complete J^{x) Vest. Quant au coroUaire 13.71 et a la 
proposition 13.121 ils se generalisent aisement, car les resultats pour I'espace X 
decoulent des memes resultats pour ses domaines afHnoides. 

COROLLAIRE 3.14. — Tout point d'un espace analytique sur un corps alge- 
briquement clos est universel. 

Demonstration. — II suffit de demontrer que I'ensemble des points universels 
est dense. Cela decoule du corollaire 13.111 applique aux domaines affino'ides de 
I'espace considere. □ 

Remarque 3.15. — Si Ton ne s'interesse qu'aux espaces analytiques sur un 
corps de valuation non triviale, il est possible de demontrer ce resultat en utilisant 
uniquement les reductions classiques. En effet, on se ramene d'abord au cas des 
espaces affino'ides, puis a celui des disques (car les espaces affino'ides en sont des 
fermes de Zariski) et a celui des espaces affines. Dans ces derniers, tout point 



/l/2|l7,A' 



I^r^(7)^^2^(7)5'i5'2|l7,i^ 

Ui'^{l)u2'^{l)\ I|5152||7,A- 

^2^(7)1 \\9l\\l,K \\g2h,K 
1/1117,^- ||/2|l7,ir- 



Le resultat s'ensuit. 



□ 
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possede un systeme fondamental de voisinages forme de domaines strictement 
fc-afHnoides, ce qui permet de conclure. 

COROLLAIRE 3.16. — Soient X un espace k-analytique et x un point de X . 
Notons F le complete d'une cloture algebrique de k. Les proprietes suivantes sont 
equivalentes : 

i) le point x est universel ; 

ii) la norme tensorielle sur M'{x)®kF est multiplicative. 

Demonstration. — L' implication i) =^ ii) est immediate. 

Montrons que ii) =^ i) et, pour cela, supposons que la norme tensorielle sur 
^{x)^kF est multiplicative. Dans ce cas, la fibre du morphisme Xp Xk au- 
dessus de x possede un unique point x p dans son bord de Shilov et le morphisme 
d'evaluation M'{x)®kF — >■ J^{xf) est une isometrie. 

Soit K une extension valuee complete de k. Nous voulons montrer que la 
norme tensorielle sur J^{x)(^kK est multiplicative. D'apres le lemme l3?T1 quitte 
a remplacer le corps K par le complete de sa cloture algebrique, nous pou- 
vons supposer qu'il est algebriquement clos. Nous pouvons done supposer qu'il 
contient le corps F. D'apres le corollaire qui precede, le point xp est universel et 
la norme tensorielle sur M'{xf)®fK est multiplicative. En utilisant de nouveau 
le lemme 13.11 on en deduit que la norme tensorielle sur {x)®kF)® pK = 
J^{x)®kK est multiplicative. □ 



4. Points des bisques 

Dans cette section, nous nous consacrons plus specifiquement aux points des 
disques. Nous montrons qu'ils peuvent etre definis sur des corps de type denom- 
brable, ce qui nous permettra d'effectuer I'operation de « descente » decrite dans 
I'introduction. 

Nous commencerons par etudier une famille particuliere de points. 
Definition 4.1. — Soit X un espace k-analytique. Un point x de X est 
appele point d'Abhyankar s'il satisfait I'egalite Sfc(x) + tk{x) = diuik^xi^) ■ 
Remarque 4.2. — La description explicite des points de la droite affine A^,''^" 
donnee par V. Berkovich montre que les points d'Abhyankar de D^(r), avec 
r > 0, sont exactement ceux de type 2 ou 3. 

Remarque 4.3. — L'inegalite d'Abhyankar rappelee a la fin de la section [1] 
montre qu'un point d'Abhyankar x d'un espace analytique irreductible ne pent 
appartenir a aucun ferme analytique. 

Le resultat qui suit permet d'exhiber des points d'Abhyankar. 
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Lemme 4.4. — Soient X un espace strictement k-affinoi'de et x un point de 
son bord de Shilov. Alors Sfe(x) = dimk,x{^)- 

Demonstration. — Posons d = dimfc^3;(X). Nous pouvons supposer que X est 
irreductible de dimension d. Notons £/ I'algebre de I'espace X. Soit / un element 
de £/° dont la reduction / est nulle sur toutes les composantes irreductibles 
de X ne contenant pas x, mais pas en x. Considerons le domaine affinoide V 
de X defini par {|/| = 1}. D'apres |BGR84| . proposition 7.2.6/3 (et |Tem04) . 
proposition 3.1 dans le cas de valuation triviale), sa reduction est isomorplie 
a D{f). Remarquons que V et sa reduction sont de dimension d. 

he point X est I'unique image reciproque par I'application de reduction V ^ V 
du point generique x de V = D{f). Par consequent, nous avons une injection 
k{x) ^ Jif{x). On en deduit que Sk{x) est superieur a d, et done egal a d, par 
I'inegalite d'Abhyankar. □ 

COROLLAIRE 4.5. — Supposons que la valuation de k n' est pas triviale. Soit X 
un espace strictement k-affinoi'de equidimensionnel de dimension d. Alors, I'en- 
semhle des points x tels que Sk{x) = d est dense dans X. 

Pour etendre ces resultat au cas general, nous aurons besoin d'un lemme. 

Lemme 4.6. — Soit X un espace k-affinoi'de. Soitr un nomhre reel strictement 
positif n'appartenant pas a y^\k*\. Considerons I'espace kr-affinoi'de Xr = X®kkr 
et notons vr sa projection sur X. Le bord de Shilov de la fibre -k'^^x) contient un 
unique point, que nous noterons x^. Nous avons 

i) Sk^{xr) = Sk{x) + 1 et tk^{xr) = tk{x) - I sir e ^J\W{x)*\; 
a) Sk^{xr) = Skix) et tk^{xr) = tk{x) si r ^ yJ\M'{x)*\. 

Demonstration. — Notons ^ I'algebre de X. On verifie que le point Xr est 
associe a la semi-norme 

EOmT"* G s2/®kkr ^ max(|am(a;)|r™). 
mgZ 

meZ 

Les resultats enonces s'en deduisent. □ 

Proposition 4.7. — Tout point du bord de Shilov d'un espace affinoi'de est 
un point d'Abhyankar. 

Demonstration. — Soit X un espace A;-affinoide et x un point de son bord 
de Shilov. Puisque x appartient a une seule composante irreductible de X, 
quitte a remplacer X par cette composante, nous pouvons supposer que X 
est irreductible. Soit s un polyrayon /c-libre tel que X^k^s soit strictement 
/cg-affinoide. Par une recurrence utilisant le lemme qui precede, on associe au 
point x de X un point Xs appartenant au bord de Shilov de X(^kks et verifiant 
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■Sfcs(^s) + tksi^s) = Sk{x) + tk{x). Le resultat decoule alors du lemme|13]et de 
I'invariance de la dimension par extension des scalaires. □ 

COROLLAIRE 4.8. — L'ensemble des points d'Abhyankar d'un espace analy- 
tique est dense. 

Dans la suite de cette section, nous montrerons que la reciproque de la pro- 
position est vraie, dans certains cas. Nous prouverons en fait un resultat plus 
precis en imposant des restrictions sur les domaines affinoides qui interviennent. 
Commengons par des lemmes techniques. Le premier se demontre en utilisant 
les memes methodes que dans la preuve du lemme 14.41 

Lemme 4.9. — Soit X un espace strictement k-affinoi'de equidimensionnel. 
Alors sa reduction X est equidimensionnelle et de meme dimension. 

Lemme 4.10. — Soit Y un espace k-affinoide equidimensionnel d'algehre 
Soit P{T) un polynome unitaire non constant d coefficients dans =^ et soit r > 0. 
Considerons le domaine ajfinoi'de X de Ay'^^ defini par {\P{T)\ < r}. Notons Ty 
le bord de Shilov de Y . Pour tout point 7 de Ty, notons le bord de Shilov de 
la fibre X^. Alors le bord de Shilov de X est 

Tx = U r,. 

76ry 

Demonstration. — Quitte a etendre les scalaires a un corps kr, ou r designe un 
polyrayon fc-libre bien choisi, nous pouvons supposer que les espaces X etY sont 
strictement fc-affinoides et que la valuation du corps k n'est pas triviale. Cette 
operation preserve le caractere equidimensionnel de Y, comme on le voit en se 
ramenant au cas irreductible et reduit et en constatant que I'algebre I^®kkr est 
alors integre. 

Notons Z le domaine strictement affinoide de Ay^° defini par {|T| < r}. Une 
description explicite de I'algebre de Z montre que son bord de Shilov Tz n'est 
autre que Tz = {z^, 7 € Ly}, ou, pour tout 7 G Ty, designe I'unique point 
du bord de Shilov de la fibre Z^. Considerons le morphisme fini if : X ^ Z defini 
par le polynome P. D'apres |BGR84] . 6.3.5/1, le morphisme induit (f : X ^ Z 
est fini. 

Puisque X est strictement fc-affinoide, d'apres |Ber90| . proposition 2.4.4, un 
point X appartient a son bord de Shilov Tx si, et seulement si, sa reduction x est 
un point generique de X, done, d'apres le lemme qui precede, si, et seulement 
si, le degre de transcendance sur k du corps k{x) est egal a dim{X). he meme 
resultat vaut pour Z. En utilisant le fait qu'un morphisme fini preserve le degre 
de transcendance, on en deduit que Tx = (p~^(Tz), puis le resultat attendu. □ 
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Par les memes methodes, on peut demontrer un resultat decrivant le bord de 
Shilov d'un ferme de Zariski d'une droite relative. 

Lemme 4.11. — Soit Y un espace k-affinoide equidimensionnel d'algebre . 
Soil P{T) un polynome unitaire non constant d coefficients dans ^ . Considerons 
le ferme de Zariski X de Ay*^" defini par {P{T) = 0}. Notons Ty le bord de 
Shilov de Y . Alors le bord de Shilov de X est 

Tx= [j X^. 

7Gry 

Lemme 4.12. — Soient r > et x un point de type 2 ou 3 de D^(r). // existe 
un polynome P{T) a coefficients dans k tel que le domaine affinoide defini par 
{|P(r)| < \P{T){x)\} ait un bord de Shilov reduit au point x. 

Demonstration. — Si le point x est I'unique point rjj. du bord de Shilov du 
disque, le resultat est immediat. Sinon, considerons une composante connexe de 
D^(r) \ {x} ne contenant pas r/^- C'est un ouvert de D^(r) qui contient un point 
rigide y defini par I'annulation d'un polynome irreductible P{T) a coefficients 
dans k. Remarquons que le point x se trouve sur I'unique chemin joignant les 
points y et rj^. 

Soit Q{T) un polynome irreductible a coefficients dans k. Rappelons que nous 
Savons comment se comporte la valeur absolue \Q{T){z) \ lorsque le point z varie 
sur la droite P^'"^"- Notons q I'unique point de la droite en lequel Q{T) s'annule. 
Alors la valeur absolue \Q{T){z)\ croit strictement lorsque le point z parcourt 
le segment [g, oo] et est localement constante sur son complementaire. En utili- 
sant ce fait ainsi que la densite des polynomes dans I'algebre du disque D^(r), 
on verifie que x est I'unique point du bord de Shilov du domaine affinoide 
{\P{T)\ < \P{T){x)\}. □ 

Proposition 4.13. — Soient p eN etr e {Bf^y. Soitx un point d'Abhyan- 
kar de D|(r). Alors il existe un domaine de Weierstrafi V de D|(r) dont le bord 
de Shilov est reduit au point x. En outre, le domaine affinoide V peut etre defini 
sur un sous-corps de k de type fini sur kp. 

Demonstration. — Demontrons ce resultat par recurrence sur I'entier p. Sip = 0, 
c'est evident. 

Supposons le resultat vrai pour p et demontrons-le pour p + 1. Soit r = 
(ri, . . . , Tp+i) € (R^)^"'"^. Posons r' = (ri, . . . ,rp). Soit x un point d'Abhyan- 
kar de D^"^^(r). Considerons le morphisme de projection sur les p premieres 
coordonnees vr : D^~''^(r) — > D|(r'). Posons y = it{x). 

Nous avons s{x) = s{je{x)/Jif{y)) + s{y) et t{x) = t{Jf{x)/J^{y)) + t{y). 
L'inegalite d'Abhyankar assure que s(y) + t{y) < p et que s{M' {x) / M' {y)) + 
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t{J^{x)/J^(y)) < 1 (en I'appliquant au point y de D\^^^^(rp_|_i)). On en deduit 
que y est un point d'Abhyankar de D^(r') et que x est un point d'Abhyankar 
(c'est-a-dire un point de type 2 ou 3) de Dl^^,^^^ (rp+i). 

D'apres I'hypothese de recurrence, il existe un domaine de Weierstrafi W 
de D^(r) dont le bord de Shilov est reduit au point y. Notons I'algebre 
affinoide associee. D'apres le lemme qui precede, il existe un polynome P a 
coefficients dans M'{y) et un nombre reel s > tels que le domaine affinoide 
de 7r~^{y) defini par {|P| < s} ait un bord de Shilov reduit au point x. 

Chacun des coefficients du polynome P est limite de quotients d'elements de 
k{Ti, . . . ,Tp} et meme de k[Ti,. . . ,Tp]. II existe done un polynome Q a coef- 
ficients dans k[Ti, . . . ,Tp] et un element q de k[Ti, . . . ,Tp], non nul en y, tels 
que 

vr-i(y) n {|P| <s} = TT-\y) n {|Q| < \q\s} = 7T~\y) n {|g| < \q{y)\s}. 

Definissons un domaine affinoide de D^^^(r) par 

V = ^-\W)n{\Q\ < \q{y)\s}. 

D'apres le lemme I4.10| le bord de Shilov de cet affinoide est reduit au point x. 

L'assertion finale de I'enonce est claire puisque, a chaque etape, on ne fait 
intervenir dans la construction qu'un nombre fini d'elements de k, correspondant 
aux coefficients du polynome Q. □ 

Remarque 4.14. — Les deux faits suivants decoulent de la preuve. 

i) he domaine de Weierstrafi V pent etre defini par p polynomes. 
ii) Dans le cas ou le point x satisfait s{x) = p, le domaine de Weierstrafi V 
pent etre choisi strictement affinoide. 

COROLLAIRE 4.15. — Soit X un espace strictement k-ajfinoide irreductihle 
de dimension d. Soit x un point de X tel que s{x) = d. Alors il existe un domaine 
rationnel strictement affinoide de X dont le bord de Shilov est reduit au point x. 

Demonstration. — Le theoreme de normalisation de Noether assure qu'il existe 
un morphisme fini ip : X ^ Y)f (ou nous avons note le disque D^(l, . . . , 1)). 
Nous avons s((p(x)) = s{x) = d. Par consequent, il existe un domaine de 
Weierstrafi strictement affinoide Vq de dont le bord de Shilov est reduit 
au point ip{x). Son image reciproque V = v9~^(Vo) est un domaine de Weierstrafi 
strictement affinoide de X. 

Un argument de reduction similaire a celui utilise dans la preuve du lemme 14.101 
montre que le bord de Shilov de V est egal a (p~^{ip{x)). Notons I'algebre de X 
et s^y celle de V . Considerons un element / de £^y dont la reduction / s'annule 
sur toutes les composantes irreductibles de V sauf celle contenant x. Puisque V 
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est un domaine de Weierstrafi de X, £/ est dense dans s/y et nous pouvons sup- 
poser que f £/. D'apres |BGR84] . proposition 7.2.6/3 (et |Tem04| . proposi- 
tion 3.1 dans le cas de valuation triviale), la reduction du domaine affinoi'de W 



COROLLAIRE 4.16. — Soit X un espace strictement k-affinoi'de irreductible 
de dimension d. Soit x un point d'Abhyankar de X. Alors il existe un domaine 
rationnel de X dont le hord de Shilov est reduit an point x. 

Demonstration. — Construisons un morphisme : X ^ et des domaines 
affinoi'des V et Vq comme precedemment. Soit r un polyrayon /c-libre tel que 
Vo^kkr soit strictement A:^-affinoide. A tout point y deV ovlVq on pent associer 
un point y^ de V^^^r ou pQiXifc^r, par la construction decrite au lemme |4?6] On 
verifie que les points du bord de Shilov de V^k^r (resp. Vo^fcfcr.) sont exactement 
ceux de la forme 7^, ou 7 est un point du bord de Shilov de V (resp. Vq). Nous 
pouvons alors reprendre la preuve precedente pour montrer que le bord de Shilov 
de V est egal a (p~^{(p{x)). La fin de la preuve est identique au cas strictement 
affinoi'de. □ 

Remarque 4.17. — Dans les corollaires 14. 15 l et 14. 16| le domaine rationnel pent 
etre defini par d+1 elements. 

COROLLAIRE 4.18. — Soit X un espace k-affinoide. Soit x un point 
d'Abhyankar de X appartenant d une seule composante irreductible C de X et 
supposons que cette composante soit strictement k-affinoide. Alors il existe un 
domaine rationnel de X dont le bord de Shilov est reduit au point x. 

En outre, si s{x) = dimk^x{X), le domaine rationnel peut etre choisi stricte- 
ment affinoi'de. 

Demonstration. — D'apres le corollaire I4.16| il existe un entier p, des ele- 
ments /i, . . . , /p de I'algebre £/c de C et des nombres reels si, . . . , Sp,ti, . . . ,tp 
tels que le point x soit I'unique point du bord de Shilov du domaine affinoi'de V 
de C defini par V = C\i<i<p{y ^ C \ si < \fi{y)\ < ti}. Relevons les fi en des 
elements gi de I'algebre £/ de X. 

Notons D la reunion des composantes irreductibles de X ne contenant pas x. 
Soit / un element de ^ qui est nul sur D mais ne s'annule pas en x. Considerons 
alors 



de V defini par {|/| 
done le singleton {x} 



1} est isomorphe a D{f) C V. Son bord de Shilov est 



□ 



W = 



( fl {yGX\s,< \gi{y)\ < t,}) n{yeX\ |/(y)| = |/(x)|} 



l<i<p 



vn{yex\\f{y)\ = \\f\\v}. 



LES ESPACES DE BERKOVICH SONT ANGELIQUES 



23 



C'est un domaine rationnel de X dont le bord de Shilov est reduit au point x 
d'apres |Tem04| . proposition 3.1. 

On demontre de meme la seconde partie du resultat. □ 

Remarque 4.19. — Dans ce corollaire, le domaine rationnel pent etre defini 
par dimx{X) + 2 elements. 

Remarque 4.20. — Soil X un espace affinoi'de. Considerons un domaine ra- 
tionnel V = C\i<i<p{y ^ X \ si < \ fi{y)\ < ti} de X dont le bord de Shilov est un 
singleton {x}. D'apres |Tem04| . proposition 3.1, le bord de Shilov du domaine 
rationnel CliKiKpiv ^ ^ I l/i(2/)l = \fiix)\ = \\f\\v} est encore le singleton {x}. 

Jointe au corollaire qui precede, cette remarque permet de retrouver le resultat 
d'un theoreme de T. de Fernex, L. Ein et S. Ishii qui assure que toute valuation 
divisorielle sur une variete complexe affine pent etre determinee par sa valeur sur 
un nombre fini de fonctions (c/. |dFEI08] . theorem 0.2 pour un enonce precis). 

Revenons maintenant aux points d'Abhyankar des disques. 

Corollaire 4.21. — Soientp G N r G (R;^)?*. Sott x un point d'Abhyan- 
kar de D^(r). II existe un sous-corps i de k de type denombrable sur kp verifiant 
la propriete suivante : pour tout corps i' tel que I C i' C k, si tt : D^.(r) D^, (r) 
designe le morphisme de changement de base, alors x est I'unique point du bord 
de Shilov de la fibre 7r~^(7r(a;)). 

Demonstration. — Considerons le domaine affinoi'de V dont il est question dans 
la proposition 14.131 et i un sous-corps de k de type denombrable sur kp sur 
lequel il est defini. II suffit de demontrer la propriete pour le corps i. II existe un 
domaine affinoi'de W de D^(r) tel que tt~^{W) = V. Le point tt{x) appartient 
a W et tons les points de 7r~^(7r(j;)) appartiennent done a V. Par consequent, 
pour tout y G 7r~"'^(7r(a;)), nous avons 

yPek[Ti,...,Tp],\P{y)\ < \\P\\v = \P{x)\. 

Le point x est done I'unique point du bord de Shilov de cette fibre. □ 

Nous allons maintenant demontrer un resultat analogue valant pour tons les 
points des disques, par une sorte de passage a la limite. 

Theoreme 4.22. — Soientp G N ei r G (R;^)^. Pour tout point x de D^(r), 
il existe un sous-corps I de k de type denombrable sur kp verifiant la propriete 
suivante : pour tout corps I' tel que £ C i' C k, si tt : D^(r) — )■ D^,(r) designe le 
morphisme de changement de base, alors x est I'unique point du bord de Shilov 
de la fibre 7r~^(7r(x)). 
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Demonstration. — Soit x un point de D^(r). Nous allons demontrer que x verifie 
la seconde propriete par recurrence sur la quantite p — s{x) —t{x). Si elle est nuUe, 
le point x est un point d'Abhyankar et le corollaire 14.211 permet de conclure. 

Soit m € N et supposons avoir demontre le resultat lorsque p—s{x)—t{x) = m. 
Soient p € N, r = (ri, . . . , Vp) G (R^)^ et x un point de D|.(r) tel que p — s{x) — 
t{x) = ?n + 1. Posons r' = (ri, . . . , rp_i) et notons if : D^(r) — > D^"^(r') le 
morphisme de projection sur les p — 1 premieres coordonnees. Posons y = i^{x). 
Puisque s(x) + t{x) < p, quitte a reordonner les variables, nous pouvons done 
supposer que s{y) + t{y) = s{x) + t{x). 

Plagons-nous un moment dans la fibre ip~^{y) ~ D\^,^^^(rp). II existe une suite 
de polynomes {Pn{Tp))n>o ^ coefficients dans ^{y) et une suite de nombres reels 
strictement positifs (r„)n>o verifiant les proprietes suivantes : 

1. pour tout n, le domaine affinoide Vn de D^^^^(rp) defini par {\Pn\ < fn} 
contient x ; 

2. pour tout n, le bord de Shilov de Vn est reduit a un point, que nous note- 
rons 7„ ; 

3. la suite d'affinoides (l^)n>o est decroissante ; 

4. la suite (7n)n>o tend vers x. 

Les elements de ^{y) etant limites de quotients d'elements de k\Ti, . . . , T^-i], 
en procedant comme dans la preuve de la proposition I4.13| nous pouvons sup- 
poser que les coefficients des polynomes Pn{Tp) appartiennent a k[Ti, . . . ,Tp_i]. 
II existe done un sous-corps Iq de k de type denombrable sur kp tel que tons 
les polynomes Pn appartiennent a £o[Ti, . . . , Tp]. En outre, nous avons (p — 1) — 
s{y) — t{y) = m. Par hypothese de recurrence, il existe un sous-corps £ de fc de 
type denombrable sur hp IgI que si vr' : (r') — (r') designe le mor- 

phisme de changement de base, alors y est I'unique point du bord de Shilov de la 
fibre 7r'~^(7r'(y)). Nous pouvons supposer que i contient Iq. Quitte a le remplacer 
par le complete d'une cloture algebriquement, nous pouvons egalement supposer 
qu'il est algebriquement clos. 

Remarquons qu'il suffit de demontrer le resultat pour le corps i' = i. Notons 
vr : D|(r) — t- D^(r) le morphisme de changement de base. Puisque £ est algebri- 
quement clos, d'apres le corollaire I3.14| le point 'jr{x) est universel et le bord de 
Shilov de la fibre 7r~^(7r(x)) possede un unique point, que nous noterons z. Tout 
element de k[Ti, . . . ,Tp_i] atteint son maximum sur 7r~"^(7r(2;)) en z. Par conse- 
quent, if{z) = y. Pour tout n, il existe un domaine affinoide Wn de D\^^^,^^j^(rp) 
tel que TT~^{Wn) = Vn- Pour tout n, le point 7r{x) appartient a Wn et le point z 
appartient done a Vn- Par consequent, pour tout P G k[Ti, . . . ,Tp], nous avons 

\P{z)\ < irif (||P||y„n<,-Mi/)) = (l^(7n)|) = \P{x)\, 



LES ESPACES DE BERKOVICH SONT ANGELIQUES 



25 



d'ou Ton deduit I'egalite des points z et x. □ 

Remarque 4.23. — On pent adapter le raisonnement pour montrer que les 
points d'Abhyankar sont denses dans Y>^{r) et obtenir ainsi une preuve elemen- 
taire du coroUaire 14.81 dans le cas d'un polydisque, puis dans le cas general par 
extension des scalaires et normalisation de Noether. 



5. Applications a la topologie des espaces de Berkovich 

Nous allons maintenant tirer quelques consequences topologiques des resultats 
que nous avons demontre, ainsi que nous I'avons annonce dans I'introduction. 
Le resultat dont decouleront tons les autres est celui qui assure qu'un point 
adherent a une partie est limite d'une suite de points de cette partie. Les espaces 
topologiques verifiant cette propriete portent un nom. 

Definition 5.1. — Un espace topologique X est dit de Frechet-Urysohn 

si pour toute partie A de X, tout point de I'adherence A de A est limite d'une 
suite de points de A. 

Dans un premier temps, nous nous interesserons aux disques definis sur un 
corps algebriquement clos, afin de pouvoir utiliser directement les resultats de la 
section |4l 

Proposition 5.2. — Soient p G N r G (R^)^. Supposons que le corps k 
est algebriquement clos. Alors I'espace D^.(r) est un espace de Frechet-Urysohn. 

Demonstration. — Soient A une partie de D^(r), que nous pouvons supposer 
non vide, et x un point adherent a A. Nous voulons montrer que le point x est 
limite d'une suite de points de A. Considerons le sous-corps i de k associe a 
ce point par le theoreme 14.221 C'est une extension de type denombrable fini du 
sous-corps premier kp de k. 

Pour tout entier n > 0, nous allons construire par recurrence un corps in, 
une suite decroissante {Vn"^^)m>o de parties de (r) et des points Xn et Un 
de (r) qui verifient les proprietes suivantes : pour tout n > 0, 

i) le corps in est un sous-corps algebriquement clos de k de type denombrable 

sur I (et done sur kp) ; 
a) le point Xn est le projete du point x sur D^^ ; 

Hi) la suite (I4i™^)m>o forme un systeme fondamental de voisinages du point Xn ; 
iv) le point y„ est rationnel sur appartient a Vn ^ ^st le projete d'un 
point y'n de A; 

et, pour tons n' > n > 0, 
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v) in C in' (nous noterons TTn'^n '■ ^ — 7> la projection associee) ; 
vz) pour tout m > 0, V^T"^ C vr-/^(Fi")). 

Initialisons la recurrence. Pour cela, on choisit un point j/q de A. II existe 
un sous-corps io de k de type denombrable sur i qui contient le corps associe 
au point i/q par le theoreme 14.221 Notons i/q la projection de ce point sur D^^- 
Quitte a remplacer io par le complete de sa fermeture algebrique dans k, nous 
pouvons supposer que c'est un corps algebriquement clos. Posons Vq^^ = D^^(r) 
et notons xq le projete du point x sur D^^(r). On choisit ensuite une suite 
decroissante (V^^'"^)m>i de parties de D^^(r) qui forme un systeme fondamental 
de voisinages du point xq. 

Soit n > et supposons avoir construit les objets du rang au rang n de 
sorte qu'ils verifient les proprietes demandees. La partie Vn'^'^^^ de est un 
voisinage de Xn- Son image reciproque dans D^(r) est un voisinage de x et elle 
contient done un point y'n+i de A. II existe un sous-corps in+i de k de type 
denombrable sur in (et done sur -£) qui contient le corps associe au point tJn^i 
par le theoreme 14.221 Notons Un+i la projection de ce point sur _|_i('")- Qnitte 
a remplacer in+i par le complete de sa fermeture algebrique dans k, nous pou- 
vons supposer que c'est un corps algebriquement clos. Pour m < n + 1, posons 
V^^l = T^n+ini^n^^)- Notons Xn+i le projete du point x sur Nous 
choisissons ensuite une suite decroissante {W^\)ni>n+2 de parties de 
qui forme un systeme fondamental de voisinages du point Xn+i- Finalement, 
pour ?n > n -I- 2, nous posons V^^{ = rV^+i n vr^+i )■ 

Notons i'^ le sous-corps de k engendre par les in, pour n > 0, et 

too son 

complete. Ces deux corps sont algebriquement clos. Notons x^o le projete du 
point X sur D^^(r). Pour n > 0, nous noterons Zn le projete du point y'n 
sur D^^(r) et tt^ : D^^(r) — >■ D^^(r) le morphisme de changement de base. 
Soit U un voisinage de Xoo dans (r). II existe un entier n' et un voisinage V 
de '7r„/(xoo) = Xn' dans (r) tel que 7r~/(T^) = U. II existe done un entier 
n" > n' tel que T^, C V. Par consequent, quel que soit n > n", nous avons 
7r~^(V^^"'') C C/ et done Zn € f/. La suite {zn)n>o de D^^(r) converge done 
vers Xoo- 

D'apres le corollaire I3.14| les points Zn et le point Xoo sont universels sur ^oo- 
On deduit du corollaire 13.71 que la suite {crk{zn))n>o tend vers o"fc(xoo)- Or, pour 
tout n, (Jk{zn) = y'n, car i^ contient in et ^^(xoo) = x, car ^oo contient i. □ 

Theoreme 5.3. — Tout espace k-analytique est un espace de Frechet- 
Urysohn. 
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Demonstration. — Soient X un espace fc-analytique et A une partie de X. Nous 
souhaitons montrer que tout point adherent a A est limite d'une suite de points 
de A. 

Soit K une extension algebriquement close du corps k. Notons vr : X^^K — )■ X 
le morphisme de changement de base. II sufHt de demontrer le resultat pour 
I'espace X^i^K et la partie 7r~^{A). En effet, le morphisme tt, en tant que mor- 
phisme topologiquement propre entre espaces localement compacts, est ferme. 
Tout point adherent x a A possede done une preimage y dans 1' adherence 
de ■K~^{A). S'il existe une suite (yn)n>o de points de ■k~^{A) qui tend vers y, 
alors la suite {7r{yn))n>o tend vers x. Nous pouvons done supposer que le corps k 
est algebriquement clos. 

Soit X un point adherent a A. II possede un voisinage qui est reunion finie de 
domaines affinoides. Quitte a remplacer X par I'un de ces affinoides et A par sa 
trace sur icelui, nous pouvons supposer que X est affinoide. C'est done un ferme 
de Zariski d'un disque et nous pouvons finalement supposer que X = D|(r). 
Nous concluons alors par la proposition 15.21 □ 

Les espaces de Frechet-Urysohn font partie des espaces dits sequentiels : les 
parties ouvertes et fermees peuvent y etre caracterisees par des suites, dans le 
sens que nous precisons ci-dessous. 

Definition 5.4. — Soit X un espace topologique. 

i) Une partie A de X est dite sequentiellement ouverte si tout suite d'ele- 
ments de X qui converge vers un point de A ne possede qu'un nomhre fini 
de termes hors de A. 

ii) Une partie A de X est dite sequentiellement fermee si tout point de X 
qui est limite d'une suite d'elements de A appartient a A. 

COROLLAIRE 5.5. — Soient X un espace k-analytique et A une partie de X . 

i) La partie A est ouverte si, et seulement si, elle est sequentiellement ouverte. 
ii) La partie A est fermee si, et seulement si, elle est sequentiellement fermee. 

Pour d'autres resultats sur les espaces de Frechet-Urysohn et les espaces se- 
quentiels, nous renvoyons a Particle |Fra65| . S. P. Franklin y demontre notam- 
ment que tout espace sequentiel est quotient d'un espace metrique. Ce resultat 
vaut done en particulier pour les espaces fc-analytiques. 

En combinant le theoreme 15.31 et le coroUaire 14. 8| nous obtenons le resultat 
suivant. 

COROLLAIRE 5.6. — L'ensemhle des points dAhhyankar d'un espace analy- 
tique est sequentiellement dense. 
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Pour les espaces strictement fc-analytiques, nous pouvons obtenir un resultat 
plus precis. 

COROLLAIRE 5.7. — Supposons que la valuation de k n'est pas triviale. Po- 
sons c = diniQ (R^ / y^|A?*|) . Soit X un espace strictement k-affinoide et notons d 
le minimum des dimensions de ses composantes irreductihles. Soient s,t E N tels 
que s + 1 < d et t < c. Alors I'ensemble des points x de X verifiant s{x) = s et 
t{x) = t est dense et sequentiellement dense dans X . 

Demonstration. — D'apres le theoreme 15. 3| il suffit de montrer que I'ensemble 
indique est dense. 

Soient x un point de X et U un voisinage strictement /c-affinoi'de de x. Sa 
dimension d' est necessairement superieure a d. D'apres le theoreme de nor- 
malisation de Noether, il existe un morpliisme fini et surjectif : U ^ D^' = 
D^'(l, . . . , 1). Les conditions imposees a s et t assurent que le disque D^' contient 
un point y tel que s{y) = s et t{y) = t. Puisque le morpliisme (p est fini, tout 
antecedent x de y satisfait les memes egalites. □ 

Remarque 5.8. — On retrouve ainsi un resultat de C. Favre (c/. |Favll| . 
corollary C) assurant la densite et la densite sequentielle des points divisoriels 
dans les espaces analytiques sur k([T)). 

Enongons un autre coroUaire frappant. Signalons qu'il est utilise de fagon 
essentielle dans la preuve de I'analogue ultrametrique du theoreme de Montel 
par C. Favre, J. Kiwi et E. Trucco (c/. |FKT12) ). 

COROLLAIRE 5.9. — Soit X un espace k-analytique. Toute partie compacte 
de X est sequentiellement compacte. 

Demonstration. — Soit A une partie compacte de X. Soit (a„)„(=N une suite 
de points de A. L'ensemble des valeurs d'adherence de la suite (a„)„gN est un 
compact non vide et on conclut par le theoreme 15.31 □ 

Pour finir, nous allons montrer que les espaces /c-analytiques satisfont une 
propriete supplement aire, celle d'etre angeliques. Rappelons tout d'abord qu'un 
espace topologique est dit Li;-compact lorsqu'il est separe et que toute suite pos- 
sede une valeur d'adherence. Cette derniere condition equivaut a demander que 
de tout recouvrement ouvert denombrable, on puisse extraire un recouvrement 
fini. En analyse fonctionnelle, le theoreme d'Eberlein-Smulian assure que les no- 
tions de compacite, compacite sequentielle et w-compacite sont equivalentes pour 
les parties d'un espace de Banach reel muni de la topologie faible. La propriete 
d'etre angelique generalise les conclusions de ce theoreme et A. Grothendieck a 
notamment montre dans |Gro52| . que I'espace ^{K) muni de la convergence 
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ponctuelle est angelique, lorsque K est un espace (^-compact. Nous renvoyons a 
I'ouvrage |Flo80| pour plus d'informations sur cette notion. 

Definition 5.10. — Un espace topologique X est dit angelique si, pour 
toute partie relativement co-compacte A de X, nous avons 

i) A est relativement compacte ; 

a) tout point de V adherence A de A est limite d'une suite de points de A. 

Proposition 5.11. — Soit X un espace k-analytique dont la topologie est 
separee. Toute partie uj-compacte de X est fermee. 

Demonstration. — Soient A une partie t^-compacte de X et x un point de A. 
D'apres le theoreme 15. 3| il existe une suite (x.„)„>o de A qui tend vers x. 
Puisque A est w-compacte, le point x, qui est I'unique valeur d'adherence de 
la suite (x„)„>o, appartient a A. On en deduit que A = A. □ 

COROLLAIRE 5.12. — Soit X un espace k-analytique. Soient A et B deux 
parties de X telles que A C B. Supposons que A est uo-compacte et B compacte. 
Alors A est compacte. 

COROLLAIRE 5.13. — Soit X un espace k-analytique paracompact. Toute par- 
tie (jj-compacte de X est compacte. 

Demonstration. — Soit A une partie w-compacte de X. L'espace X etant loca- 
lement connexe, ses composantes connexes sont ouvertes. Puisque la partie A 
est w-compacte, elle ne pent couper qu'un nombre fini de ces composantes. Nous 
pouvons done supposer que X possede un nombre fini de composantes connexes. 

Puisque X est localement compact et paracompact, d'apres |Bou71j . I, §10, 
theoreme 5, il existe une suite {Kn)n>Q de parties compactes de X dont la reunion 
recouvre X. Puisque X est localement compact, d'apres ihid.^ I, §9, proposi- 

o 

tion 15, nous pouvons supposer que, pour tout n, on ait C i^n+i- Puisque A 
est a;-compacte, il existe un entier N tel que A C K^. On conclut alors par le 
theoreme precedent. □ 

En combinant le theoreme 15.31 et le corollaire 15.131 nous obtenons le resultat 
voulu. 

Theoreme 5.14. — Toute partie d'un espace k-analytique paracompact est 
angelique. 

Remarque 5.15. — Pour un espace fc-analytique dont la topologie est separee, 
la paracompacite est frequemment verifiee en pratique : c'est notamment le cas 
des courbes analytiques ainsi que des analytifiees de varietes algebriques. 
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